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摘 要: 鞍点问题在最优化理论和方法、计算流体力学等领域具有重要应用． 通过巧妙地利用 SVD
( 奇异值分解) ，讨论了一类奇异鞍点问题的特征值分布，给出了特征值 的 分 布 区 间 估 计，推 广 了
T． Rusten和 R． Winther 的结果．
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Eigenvalue bounds for a class of singular saddle point problems
ZHOU Ji-tuan1，LU Lin-zhang2
( 1． School of Mathematics and Computational Science，Wuyi University，Jiangmen 529020，China;
2． School of Mathematical Science，Xiamen University，Xiamen 361005，China)
Abstract: Saddle point problem is of interest to optimization theory and method and to computation fluid
mechanics． By using ingeniously SVD ( singular value decomposition) ，the eigenvalue distribution for a class
of singular saddle point problems was analyzed，and the intervals of eigenvalue distribution were given． The
results in this paper generalized the ones obtained by T． Rusten and R． Winther．
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其中: A∈ Rn×n 是一个对称正半定矩阵; B∈ Rn×m，m≤ n． 假设 H 非奇异，因此，B 列满秩且有［1］
Null( A) ∩ Null( BT ) = { 0} ．
由于问题( 1) 是对称不定的，因此 Krylov 子空间迭代法，如 SYMMLQ 或MINRES［2］通常会被采用．





p∈πk，p( 0) = 1
max
λ∈I
| p( λ) | ， ( 2)
其中: πk 代表阶数不超过 k 的多项式构成的集合; I = I
－∪ I + ( I － 和 I + 分别是处于原点左右两边的两
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个区间) 包含了矩阵 H 的所有特征值． 因此，MINRES 的收敛率可以通过计算极小—极大量( 2) 式来估
计． 在一些特殊情形下，最优多项式的表达式也可以通过 Chebyshev 多项式来给出［4－6］．
在矩阵A对称正定和矩阵B列满秩的情形下，矩阵H的特征值分布在文献［4］中进行了分析． 设 μ1
和 μn 分别代表矩阵 A 的最大和最小特征值，并且 σ1 和 σm 分别代表矩阵 B 的最大和最小奇异值． 用
λ( H) 代表矩阵 H 的任一特征值，文献［4］分析表明
λ( H)  I －∪ I + ， ( 3)
其中
I － = ［12 ( μn － μn + 4σ槡 1 ) ，
1
2 ( μ1 － μ1 + 4σ槡 m ) ］，
I + = ［μn，
1
2 ( μ1 + μ1 + 4σ槡 1) ］．
考虑更一般的情形，也就是矩阵 A 可以为奇异的情形． 通过巧妙地利用 SVD( 奇异值分解) ，给出了
类似于( 3) 式的特征值界． 分析表明，在矩阵 A 对称正定的情形下，新的界与( 3) 式相同．
1 鞍点问题的特征值界
分析矩阵 H 的特征值分布． 令矩阵 B 的奇异值分解为



















其中: m = rank( B) ; σ1 ≥ σ2 ≥…≥ σm ＞ 0．
假设
A B
BT( )0 ( )φφ = λ( )φφ ，
即
Aφ + Bφ = λφ，
BTφ = λφ{ ， ( 5)
那么
A^ φ̂ + Σφ̂ = λφ̂，
ΣTφ̂ = λφ̂{ ， ( 6)
其中: A^ = UTAU; φ̂ = UTφ; φ̂ = VTφ．
令 φ̂ =
φ̂1
φ̂( )2 ，利用( 4) 式给出的矩阵 B 的奇异值分解结构，( 6) 式变成




















φ̂TA^ φ̂ + 1λ φ̂1Σ0Σ
T
0 φ̂1 = λ φ̂
Tφ̂， ( 8)
因此，有
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μn φ̂
Tφ̂≤ λ φ̂Tφ̂ － 1λ φ̂1Σ0Σ
T
0 φ̂1 ≤ μ1 φ̂
Tφ̂， ( 9)
其中: μ1 ≥ μ2 ≥…≥ μn ≥ 0 是矩阵 A
^
( 或者 A) 的特征值． 接下来，分两种情形进行考虑:
( i) 首先，如果 λ ＞ 0，由( 9) 式的右边可知





λ≤ 12 ( μ1 + μ1 + 4σ槡
2
1 ) ． ( 10)
由( 9) 式左端可知
0 ≤ μn φ̂
















μn + μn + 4σ
2
mv槡 2
2 ， ( 11)
因此，由( 10) ，( 11) 式有





2 ( μ1 + μ1 + 4σ槡
2
1 ) ． ( 12)
( ii) 如果 λ ＜ 0，由( 9) 式有
μn φ̂





( λ2 － λμn － σ
2
1 ) φ̂
Tφ̂≤ 0． ( 13)
通过求解以上不等式，有
λ≥ 12 ( μn － μn + 4σ槡
2
1 ) ． ( 14)
分析( 7) 式可以得到 λ 的界． 将 φ̂ = 1λ Σ
T
0 φ̂1 插入到方程组( 7) 的第一个方程，则






0 φ̂1 = λφ̂1，
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^
























21 φ̂1 = φ̂
T



















11 φ̂1 + φ̂
T
2 ( λI － A
^










12第 2 期 周积团，等: 一类奇异鞍点问题的特征值界
φ̂T2 ( λI － A
^
22 ) φ̂2 = λ φ̂
T










0 φ̂1 ． ( 17)
由于 A^ 22 是对称半定矩阵，因此，在 λ ＜ 0 的情形下，有










0 φ̂1 ≤ 0，
并且
λ2 φ̂T1 φ̂1 － λμ1 φ̂
T
1 φ̂1 － σm φ̂
T
1 φ̂1 ≥ 0，
通过求解以上不等式，有
λ≤ 12 ( μ1 － μ1 + 4σ槡 m ) ． ( 18)
因此，由( 17) ，( 18) 式可以得到特征值界
1
2 ( μn － μn + 4σ槡 1 ) ≤ λ≤
1
2 ( μ1 － μ1 + 4σ槡 m ) ．
定理 1 对于鞍点问题( 1) 用 λ( H) 代表矩阵 H 的特征值，用 μ1 ≥…≥ μn≥ 0 代表对称半正定矩
阵 A 的特征值，用 σ1 ≥…≥ σm ≥ 0 代表矩阵 B 的奇异值． 那么
λ( H)  I －∪ I + ， ( 20)
其中
I － = ［12 ( μn － μn + 4σ槡 1 ) ，
1
2 ( μ1 － μ1 + 4σ槡 m ) ］，
I + = ［12 ( μn + μn + 4σmν槡





注 ( 1) 根据 Sturm 定理［7 － 10］，可以得到
μ1 ≤ λ1 ≤
1
2 ( μ1 + μ1 + 4σ槡 1 ) ． ( 21)
( 2) 量 ν 可以为零，如当φ̂1 = 0 或者等价地
A^ 21 φ̂2 = 0，




时，就会发生这种情形． 这种情况下，( 20) 式的下界 μn 变成文献［4］中得到的结果． 因此，对于非奇异矩
阵 H，当其( 1，1) 块矩阵 A 为对称半正定时，I + 退化成




0 0 0 1 0
0 2 0 0 0． 01
0 0 3 0 0













01 0 0 0
，
容易看出 μ1 = 3，μ2 = 2 和 μ3 = 0 是矩阵 A 的特征值，σ1 = 1 和 σ2 = 0． 01 是矩阵 B 的奇异值． 通过简
单计算可以得到矩阵 H 的特征值分别是 λ1 = 3，λ2 = 2． 005，λ3 = 0． 1，λ4 = － 0． 005，λ5 = － 0． 1． 作为
对比，得到特征值区间为
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该例子在文献［10］中进行了讨论． 为了简单起见，取 ε = 0． 1，Ι = speye( m) ，并且 B = diag( rand( m，
1) ) ，m = 100． 直接计算可以得到 λ +max = 0． 98，λ
+
min = 0． 002 5，λ
－
max = － 0． 002 5，λ
－
min = － 0． 98． 该文定理
给出了区间为 Ι － = ［－ 0． 98，－ 6． 3 × 10 － 5］和 Ι + = ( 0，0． 98］．
通过以上例子可以看出，该文的结果推广了文献［4］的结果．
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